
 

 
«Операторы, их собственные функции  

и собственные значения» 
  
 Задачи 
 
1. Перемножьте операторы ML ˆˆ −  и ML ˆˆ + . 
Произведение  
 

( )( ) ( ) ( ) ( )LMMLMLMLMMLLMLML ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 22 −+−=+−+=+− . 
Ответ: ( )LMMLML ˆˆˆˆˆˆ 22 −+− . 

 
2. Для операторов L̂  и M̂ , удовлетворяющих соотно-

шению 1ˆˆˆˆ =− LMML , найдите LMML ˆˆˆˆ 22 − . 
К соотношению LMML ˆˆˆˆ 22 −  добавим и отнимем MLM ˆˆˆ  
 

( ) ( ) MLMMLMMLMMLLMMLMMLMML ˆ2ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 22 =−+−=−+−
, 
т.к. 1ˆˆˆˆ =− LMML . 

Ответ: MLMML ˆ2ˆˆˆˆ 22 =− . 
 
3. Для операторов L̂  и M̂ , удовлетворяющих соотноше-

нию 1ˆˆˆˆ =− LMML , найдите ( ) ( )LMfMfL ˆˆˆˆ − . 
Используя результаты предыдущей задачи, докажем, что по-

лученное при 2=n  соотношение верно и для 1+n . Пусть 
 1ˆˆˆˆˆ −=− nnn MnLMML ,  

тогда 
 

( ) ( )=−−=−=− −++++ 11111 ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ nnnnnnn MnMLMMLLMMMLLMML
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( ) =+−=−−= +−+ nnnnnn MnMLMMLMnMLMML ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 111  
 ( ) ( ) nnn MnMnMLMML ˆ1ˆˆˆˆˆˆ +=+−= . 

Это соотношение справедливо для любого n . Разложим ( )Mf ˆ  в 
ряд по M̂   

 ( ) ( )( )∑
∞

=

=
0

ˆ
!
0ˆ

n

n
n

M
n

fMf  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )=−=− ∑
∞

=0

ˆˆˆˆ
!
0ˆˆˆˆ

n

nn
n

LMML
n

fLMfMfL  

 
( )( ) ( )[ ]( )

( ) ( )LfM
n

fMn
n

f
n

n
n

n

n
n

ˆˆ
!1

0ˆ
!
0

1

1
1

1

1 ′=
−

′
== ∑∑

∞

=

−
−∞

=

− . 

Ответ: ( ) ( )LMfMfL ˆˆˆˆ − . 
 
4. Проверьте, является ли оператор возведения в квадрат 

линейным. 
Условие линейности оператора 
 ( ) 22112211

ˆˆˆ ψψψψ LCLCCCL +=+ . 
Возведем в квадрат линейную комбинацию функций 
 

( ) ( ) ( ) 2
22

2
112121

2
22

2
11

2
2211 2 ψψψψψψψψ CCCCCCCC +≠++=+ . 

Оператор возведения в квадрат не является линейным. 
 

5. Проверьте, является ли оператор 
dx
dL =ˆ  линейным. 

Условие линейности оператора 
 ( ) 22112211

ˆˆˆ ψψψψ LCLCCCL +=+ . 
Найдем 

 ( )
dx

dC
dx

dCCC
dx
d 2

2
1

12211
ψ

+
ψ

=ψ+ψ . 

Оператор 
dx
dL =ˆ  является линейным. 

 
6. Докажите, что оператор комплексного сопряжения не 

является линейным. 
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Пусть оператор комплексного сопряжения K̂ . Тогда по оп-
ределению 

 *ˆ ψψ =K . 
Тогда для любых 1a , 2a  и 1ψ , 2ψ  имеем  
 ( ) ( ) =+=+=+ *

2
*
2

*
1

*
1

*
22112211

ˆ ψψψψψψ aaaaaaK  
 22112

*
21

*
1

ˆˆˆˆ ψψψψ KaKaKaKa +≠+= , 
что требовалось доказать. 

 

7. Найдите оператор, переводящий функцию ( )xψ  в функ-
цию ( )ax +ψ  (оператор трансляции). 

Воспользуемся определением оператора 
 ( ) ( )axxTa +=ψψˆ  

и разложим функцию ( )ax +ψ  в ряд по степеням a : 

 ( ) ( ) ( )x
dx
d

n
a

dx
da

dx
daxax

n
n

nn

ψ=+
ψ

+
ψ

+ψ=+ψ ∑
∞

=0
2

22

!
...

!2
. 

Заметим, что ( )
∑
∞

=
=

0 !n

ax
n

e
n

ax , можем записать получившийся 

ряд в виде ( )
( )

dx
xda

n
n

nn

ex
dx
d

n
a ψ∞

=
=ψ∑

0 !
, а оператор 

 dx
da

a eT =ˆ . 

Ответ: dx
da

a eT =ˆ . 
 
8. Найдите оператор, переводящий функцию ( )ϕψ  в функ-

цию ( )α+ϕψ , где ϕ  – угловая переменная (оператор поворота 
пространства на угол α ). 

Воспользуемся определением оператора 
 ( ) ( )αϕψϕψα +=T̂  

и разложим функцию ( )α+ϕψ  в ряд по степеням α : 

( ) ( ) ( )ϕψ
ϕ

α
ϕ
ψα

ϕ
ψαϕψαϕψ ∑

∞

=

=+++=+
0

2

22

!
...

!2 n
n

nn

d
d

nd
d

d
d

. 
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Заметим, что ∑
∞

=

ϕ
α

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ

α

0 !n

d
d

n

e
n
d
d

, можем записать оператор 

 ϕ
α

α
d
d

eT =ˆ . 

Ответ: ϕ
α

α
d
d

eT =ˆ . 
 
9. Найдите собственные функции и собственные значения 

оператора 
ϕd
d . 

Уравнение на собственные функции и собственные  
значения  

 λψ=
ϕ
ψ

d
d . 

Решение уравнения следует искать в виде αϕ=ψ Ae , где 
λ=α . По условию угловой периодичности переменной 

( ) ( )π+ϕψ=ϕψ 2 ,   
 ( ) πλλϕπ+ϕλλϕ == 22 eAeAeAe , 12 =πλe , 

что может быть, если im=λ , где m  – целое. 
Пронормируем функцию  

 πϕϕ
ππ

ϕϕ 21 2
2

0

2
2

0

* AdAdAeeA imim === ∫∫ − , 

откуда 
π

=
2
1A , тогда собственная функция 

 ϕ

π
=ψ im

m e
2
1 . 

Ответ: im=λ , ϕ

π
ψ im

m e
2
1

= . 

 
10. Найдите собственные функции и собственные значе-

ния оператора 
ϕd
dsin .  
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Уравнение на собственные функции и собственные  
значения  

 λψ=
ϕ
ψ

d
dsin . 

Чтобы решить это уравнение, разложим оператор 
ϕd
dsin  в 

степенной ряд 
( )
( )∑

∞

=
+

+

ϕ
ψ

+
−

=ψ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

ϕ
+

ϕ
−

ϕ
=ψ

ϕ 0
12

12

5

5

3

3

!12
1...

!5
1

!3
1sin

k
k

kk

d
d

kd
d

d
d

d
d

d
d . 

Решение уравнения  

 ( )
( ) λψ=

ϕ
ψ

+
−

∑
∞

=
+

+

0
12

12

!12
1

k
k

kk

d
d

k
 

следует искать в виде αϕ=ψ Ae  и из требования периодичности 

функции im=α , где m  – целое. Нормировка на 1 дает 
π

=
2
1A . 

Подставим эту функцию в уравнение и получим собственные 
значения: 

 ( )
( ) ( ) ( )imim

kk

k
k

sin
!12

1
0

=
+

−
=λ ∑

∞

=
. 

Ответ: ( )imsin=λ , ϕ

π
=ψ ime

2
1 . 

 

11. Найдите собственное значение оператора 2

2
ˆ

dx
dL = , со-

ответствующее собственной функции ( ) kxxf sin= . 
Согласно определению собственных функций ( )xf  и собст-

венных значений λ  оператора L̂  
 ( ) ( )xfxfL λ=ˆ , 

применим определение к заданной функции 

 kxkkx
dx
d sinsin 2

2

2

−= . 

Сравнивая данное равенство с определением, получаем, что  

 6

заданной  функции  соответствует  собственное  значение  опера-
тора L̂ : 

 2k−=λ . 
Ответ: 2k−=λ . 
 
12. Найдите спектр собственных значений и собственных 

функций уравнения ( ) ( )xfk
dx

xfd 2
2

2

−= , если граничные усло-

вия имеют вид ( ) 00 =f , ( ) 0=af . 
Данное уравнение является дифференциальным уравнением 

второго порядка с постоянными коэффициентами: 

 ( ) ( ) 02
2

2

=+ xfk
dx

xfd  –  

волновое уравнение. Его общее решение: 
 ( ) kxBkxAxf cossin += , 

где A  и B  – произвольные постоянные интегрирования. 
Из граничных условий 
 ( ) 00 =f    ⇒    0=B , 
 ( ) 0=af    ⇒    0cossin =+ kaBkaA . 
То есть постоянная A  – произвольная, а 0sin =ka  при 

nka π= , где n  – целое. Т.е. 
a
nk π

= . Собственные функции урав-

нения: 

 ( )
a
nxAxf π

= sin , 

а соответствующие им собственные значения  

 
a
nk π

= , ,...2,1,0 ±±=n  

Ответ: ( )
a
nxAxf π

= sin , 
a
nk π

= , ,...2,1,0 ±±=n  

 
13. Найдите условие нормировки волн де Бройля. 
Волна де Бройля имеет вид: 
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 ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−ψ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=ψ

hh

iEtxpxEtiCtx expexp, , 

где  

 ( )
h

ipxCx exp=ψ . 

Если период волны де Бройля равен l , то есть 
( ) ( )l+ψ=ψ xx , то 

 
h

l

hh

ipipxCipxC expexpexp ⋅= , 

то есть 

 1exp =
h

lip , 

следовательно,  

 h
l

np π
=

2 . 

Из условий нормировки  

 ( ) 1
0

2 =ψ∫
l

dxx  

или  

 12

0

2

0

* === ∫∫
−

l
ll

hh CdxCdxCeeC
ipxipx

,  

то есть  

 
l

1
=C . 

Отсюда нормировка волны де Бройля имеет вид: 

 ( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=ψ pxEtitx

hl
exp1, . 

Для трехмерного случая 

 h
l x

x
x

n
p

π
=

2 ,   h
l y

y
y

n
p

π
=

2
,   h

l z

z
z

np π
=

2 , 

где zyxV lll ⋅⋅=  – параллелепипед периодичности, 
...,2,1,0,, ±±=zyx nnn  

Волна де Бройля 
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 ( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−−

⋅⋅
=ψ rpEtitr

zyx

rr

hlll

r exp1, . 

Ответ: ( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=ψ pxEtitx

hl
exp1, . 

 
14. Функция ( ) ϕ=ϕ ikCef  задана в интервале π≤ϕ≤ 20 . 

Определите нормирующий на единицу множитель C . 
Условие нормировки на единицу 
 ( ) ( ) 1* =∫ dxxfxf , 

интегрирование производится по всей области определения функ-
ции. Следовательно, для полярной координаты ϕ  нормировка 

 122
2

0

2
2

0

* === ∫∫ − πϕϕ
ππ

ϕϕ CdCdCeeC ikik , 

откуда нормирующий множитель 

 
π

=
2
1C , 

а нормированная функция имеет вид: 

 ( )
π

=ϕ
ϕ

2

ikef . 

Ответ: 
π

=
2
1C . 

 
15. В момент времени 0=t  частица описывается функци-

ей ( ) xikxaAex 0
22

0, +−=ψ , где a  и 0k  – постоянные. Определите 
ширину волнового пакета. 

Разложим данную функцию в ряд Фурье по k : 

 ( ) ( )∫
∞

∞−

=ψ dkekCx ikx0,  

 – волновой пакет, описывающий частицу. 

 ( ) ( ) ( )∫∫
∞

∞−

−+−
∞

∞−

== dxeAdxexkC xkkixaikx 0
22

2
0,

2
1 *

π
ψ

π
. 

Дополняя показатель экспоненты до полного квадрата, получим 



 9 

 ( )
( ) ( ) ( )

2

2
0

2
0

2

2

2
0

222

22
a

kk
a

kk
ixa

a
kk

e
a

AdxeeAkC
−

−∞

∞−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
−−−

−

π
=

π
= ∫ . 

Значение ( )kC  максимально вблизи 0kk = . Выражение   

 ( )
( )

dke
a

AdkkC a

kk
2

2
0

2

2
2

2

−
−

π
=  

пропорционально вероятности найти у частицы квазиимпульс  в 
интервале dkkk +÷ . Ширину пакета в квазиимпульсном про-

странстве можно определить как 
a

k 1
≈Δ . 

Ответ: 
a

k 1
≈Δ . 

 

 10

16. Пусть собственные функции и собственные значения 
двух операторов удовлетворяют условиям ( ) ( )xfxfL 1111̂ λ=  и 

( ) ( )yfyfL 2222
ˆ λ= . Будет ли собственная функция оператора 
( )yx,ψ  иметь вид ( ) ( ) ( )yfxfyx 21, =ψ , если 

( ) ( )yxyxL ,,ˆ λψψ = , а 21
ˆˆˆ LLL ⋅= , причем 

dx
dL =1̂  и 

dy
dL =2

ˆ ? 

Решим уравнение на собственные функции и собственные 
значения: 

 ( ) ( )yxyxL ,,ˆ λψψ = . 

Подставим в него явное значение оператора 
dxdy
dL

2
ˆ =  и 

функцию ( )yx,ψ  в виде произведения ( ) ( ) ( )yfxfyx 21, =ψ : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) =λ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= yfxf

dx
dyf

dy
dxf

dx
dyfxf

dxdy
d

2212121

2

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yfxfyfxfyfxf
dx
d

21212211221 λλ=λλ=λ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= . 

Следовательно, функция ( ) ( ) ( )yfxfyx 21, =ψ  является собст-
венной функцией оператора L̂ , соответствующей собственному 
значению 21λλ=λ . 

Ответ: да. 
 
17. Найдите собственные функции и собственные значе-

ния оператора 
ϕ∂
∂

−= hiLz
ˆ . Какая волновая функция соот-

ветствует проекции момента h3=zL ? 
 
Уравнение на собственные функции и собственные  

значения  
 λψψ =zL̂ ,    

 λψ
ϕ
ψ

=
∂
∂

− hi  

приводит к дифференциальному уравнению  



 

 
 «Понятие вероятности  
 в квантовой механике.  

 Среднее значение физической величины» 
  
  
 Задачи  
 
1. Найдите возможные собственные значения оператора 

zL̂  и их вероятности для частицы, находящейся в состоянии   
а) ( ) ϕ=ϕΨ 3sinA ;  б) ( ) ( )ϕ−=ϕΨ 4cos2A . 

а) Собственные функции оператора zL€  

 ( )
π

=ϕΨ
ϕ

2

im

m
e . 

Выразим функцию состояния через экспоненты. 

 
i
ee ii

2
sin

ϕ−ϕ −
=ϕ , 

тогда  

 ( ) ( )=+−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=ϕΨ ϕϕ−ϕϕ

ϕ−ϕ
iiii

ii

eeee
i

A
i
eeA 33

3

133
82

 

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

π
−

π
+

π
−

π
π

−=
ϕϕ−ϕϕ

22
3

2
3

28
2 33 iiii eeee
i

A  

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

π
π

+
π

π
−

π
π

+
π

π
−=

ϕϕ−ϕϕ

28
2

28
23

28
23

28
2 33 iiii e

i
Ae

i
Ae

i
Ae

i
A

 

 

( ) ( ) ( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ϕψ

π
+ϕψ

π
−ϕψ

π
+ϕψ

π
−= −− 3113 8

2
8

23
8

23
8

2
i

A
i

A
i

A
i

A . 

 2

Разложение функции состояния по собственным функциям 
оператора zL̂   

 ( ) ( )ϕψ=ϕψ ∑
∞

−∞=m
mmc  

содержит коэффициенты разложения mc , такие, что 2
mm cw =  –  

вероятность системы находиться в состоянии с магнитным кван-
товым числом m . Тогда из разложения функции получаем коэф-
фициенты: 

i
Ac

8
2

3
π

−= ,  
i

Ac
8

23
1

π
= ,  

i
Ac

8
23

1
π

−=− ,  
i

Ac
8

2
3

π
=−  

и вероятности:  

32

2

3
π

=
A

w ,  
32

9 2

1
π

=
A

w ,  
32

9 2

1
π

=−

A
w ,  

32

2

3
π

=−

A
w , 

но поскольку сумма вероятностей должна быть равна 1, то 

 
16

10
3232

9
32

9
32

1
22222 π

=
π

+
π

+
π

+
π

=
AAAAA

, 

откуда 

 
π

=
10
162A , а 

π
=

10
4A , 

тогда 

 
20
1

1032
16

3 =
π⋅

π
=w ,  

20
9

1 =w ,  
20
9

1 =−w ,  
20
9

3 =−w . 

Итак, частица может находиться в состояниях с квантовыми 
числами 3;1 ±±=m , то есть проекция момента импульса может 
иметь значения с соответствующими вероятностями:  

zL –
3 h

– h  h  3 h  

w 0,05 0,45 0,45 0,05 
б) Аналогично: 

 
2

cos
ϕ−ϕ +

=ϕ
ii ee , 

тогда  

 ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

π
+

π
−

π
π=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−=ϕΨ

ϕ−ϕϕ−ϕ

222
12

2
1

44344 iiii eeAeeA  
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 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

π
π+

π
π−

π
π=

ϕ−ϕ

2
2

2
2

2
12

44 ii eAeAA  

 ( ) ( ) ( )( )ϕψπ+ϕψπ−ϕψπ= −440 222 AAA . 
коэффициенты: 
 π= 220 Ac ,   π= 24 Ac ,   π−=− 24 Ac  

и вероятности:  
 π= 2

0 4 Aw ,   π= 2
4 Aw ,   π=−

2
4 Aw , 

но поскольку сумма вероятностей должна быть равна 1, то 
 π=π+π+π= 2222 641 AAAA , 

откуда 

 
π

=
6
12A , а 

π
=

6
1A , 

тогда 

 
3
2

6
4

0 =
π
π

=w ,   
6
1

4 =w ,   
6
1

4 =−w . 

Итак, частица может находиться в состояниях с квантовыми 
числами 4;0 ±=m , то есть проекция момента импульса может 
иметь значения с соответствующими вероятностями:  

zL  0 –4h  4 h  
 

w 3
2  6

1  6
1  

Ответ: а) zL = ± h ; ±3 h ;  w =0,05; 0,45;  

б) zL = 0; ±4 h ;  w = 
3
2 ; 

6
1 . 

 
2. В момент времени 0=t  частица описывается функцией  

 ( ) xikxaAex 0
22

0, +−=ψ , 
где a  и 0k  – постоянные. Пронормируйте функцию и найдите 
область локализации частицы и плотность тока. 

Из условия нормировки 

 ( ) ==ψ= ∫∫
∞

∞−

+−−−
∞

∞−
dxAeeAdxx xikxaxikxa 0

22
0

22*20,1  

 4

 
2

1222 22 π
== ∫

∞

∞−

−

a
AdxeA xa , 

откуда  

 
π

=
2aA . 

Чтобы найти область локализации, найдем плотность вероятности 

 ( ) ( ) 2222 20, xaeaxx −

π
=ψ=ρ . 

Эта функция имеет максимум в точке 00 =x  и быстро убывает с 
ростом x , следовательно, частица локализована в начале коор-

динат. Ширина пакета, заданного такой функцией, порядка 
2

1
a

. 

Плотность тока вероятности 

 ρ=
π

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ψ∂

ψ−
∂
ψ∂

ψ= −

m
ke

m
ka

xxm
ij xa

x
020*

* 22

2
hhh . 

Конечное выражение для тока совпадает с классическим. 
Множитель ρ  (аналог плотности заряда) зависит только от пара-
метров вещественной части функции состояния, а множитель 

m
k 0h  (аналог скорости частицы) – связан только с мнимой частью. 

Ответ: 00 =x , ( ) xikxaeax 0
222 +−

π
=ψ , 

2220 xa
x e

m
ka

j −

π
=

h
. 

 
3. Определите распределение вероятности различных 

значений импульса для основного состояния частицы, нахо-
дящейся в «ящике» размерами cba ×× . 

Волновая функция такой частицы в координатном представ-
лении  

 ( )
c
z

b
y

a
x

abc
zyx πππ
=Ψ sinsinsin8,, . 

В импульсном представлении 
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 ( ) =
πππ

π
=Ψ ∫∫∫

⋅
−

z
rpi

ba

zyx c
z

b
y

a
x

abc

edzdydxppp
0 3300

sinsinsin,,
h

h

rr

 

∫∫∫
πππ

π
=

−−− z zipb yipa xip

dz
c
zedy

b
yedx

a
xe

abc

zyx

00033
sinsinsin1

hhh

h
. 

Интеграл 

 =
−==

ββ=β=
=β α−

α
α−

α−∫ xx
x

eVdxedV
xdxdUxU

xdxe 1

cossin
sin  

 =β
α
β

+
α
β

−= ∫ α−α− xdxeex xx cossin  

 =
−==

ββ−=β=
= α−

α
α− xx eVdxedV

xdxdUxU
1

sincos
 

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β

α
β

−
α
β

−
α
β

+
α
β

−= ∫ α−α−α− xdxeexex xxx sincossin  

 ∫ β
α
β

−
α
ββ

−
α
β

−= α−α−α− xdxeexex xxx sincossin
2

2

2 , 

 xx exxxdxe α−α−

β+α
ββ+βα

−=β∫ 22
cossinsin  

Распределение вероятности значений импульса 
 

( ) ( )
( )
( )( )( )222222222222

22233
2 2

cos
2

cos
2

cos4
,,

hhh
hhh

h
r

π−π−π−

π
=Ψ=ρ

cpbpap

cpbpapabc
pppp

zyx

zyx

zyx . 

Ответ: ( )
( )
( )( )( )222222222222

22233

2
cos

2
cos

2
cos4

hhh
hhh

h
r

π−π−π−

π
=ρ

cpbpap

cpbpapabc
p

zyx

zyx

. 

 
4. Найдите сумму ∑ δ

n
nknx . 
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Так как  
⎩
⎨
⎧

≠
=

=δ
k,n  при  0
k,n  при  1

nk  

то сумма k
n

nkn xx =δ∑ . 

Ответ: kx . 
 
5. Найдите вероятность того, что импульс электрона в ос-

новном состоянии атома водорода заключен в интервале 
( )dppp +, . 

Вероятность частицы иметь указанный импульс 
 ( ) pdpdw rr 2Ψ= , 

где ( )prΨ  – функция состояния в импульсном представлении. 
Функция основного состояния электрона в атоме водорода в 

координатном представлении 

 ( ) a
r

e
a

r
−

π
=Ψ

3

1 , 

где а – радиус первой боровской орбиты электрона. 
Волновая функция в импульсном представлении может быть 

записана так 

 ( )
( )

( )
( )

∫∫
−

⋅
−⋅−

π
=Ψ

π
=Ψ dVe

a
dVrep a

rrpirpi
h

rr
h

rr

hh

r

2
322

3
2

1

2
. 

Вычисление интеграла по бесконечному объему проведем в 
сферических координатах. Ось Oz  направим вдоль вектора им-
пульса, 

 =θθϕ= ∫∫∫∫
π −

θ
−∞π−

⋅
−

0

cos

0

2
2

0
sin dedrrddVe a

rpri
a
rrpi

hh

rr

  

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

π
=θπ= ∫∫∫

∞ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

−

−
θ

−∞

0

111

1

cos

0

2 2cos2 rdree
ip

dedrr
rpi

a
rpi

aa
rpri

hhh h  

 ( ) .8
2222

43

h

h

+

π
=

pa

a  

Волновая функция в импульсном представлении имеет вид 
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 ( ) ( )
( )2222

2
3

21

h

hhr

+π
=Ψ

pa

ap . 

Квадрат волновой функции 

 ( )
( )42222

53
2 8

h

hr

+π
=Ψ

pa

ap . 

Умножая на объем шарового слоя в импульсном пространст-
ве dpp24π , получим искомую вероятность 

 ( ) dp
pa

padw 42222

25332

h

h

+π
= . 

Ответ: ( ) dp
pa

padw 42222

25332

h

h

+π
= . 

6. Вычислите вероятности нахождения частицы в интер-
валах значений координаты z  от 1z  до 2z  по заданной волно-

вой функции ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
−=Ψ 2

222

2
exp,,

a
zyxAzyx . 

Вероятность частицы иметь координату 

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
−= ∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

2

1

2

2

222

2
exp

z

z a
zyxAdzdydxw  

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
−= ∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

2

1

2

222
2 exp

z

z a
zyxAdzdydx  

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

2

1

2

2

2

2

2

2
2 expexpexp

z

z
dz

a
zdy

a
ydx

a
xA  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )12
32

12
2 zerfzerfaAzerfzerfaaaA −π=−ππ= , 

где ( )
α
π

=α−∫
∞

∞−

dxx2exp  – интеграл Пуассона, а функция 

( ) ( )∫
∞

α−=
z

dxxzerf 2exp  – интеграл ошибок. 

Ответ: ( ) ( )( )12
32 zerfzerfaAw −π= . 
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7. Найдите среднее значение проекции момента импульса 

zL̂  и среднее значение квадрата проекции момента импульса 
2ˆ
zL  для частицы, находящейся в состоянии   

а) ( ) ϕ=ϕΨ 3sinA ;   б) ( ) ( )ϕ−=ϕΨ 4cos2A . 
а) Исходя из решения задачи 18, частица может находиться в 

состояниях с квантовыми числами 3;1 ±±=m , то есть проекция 
момента импульса может иметь значения с соответствующими 
вероятностями:  

zL  –3h  – h  h  3 h  
w 0,05 0,45 0,45 0,05 

Тогда среднее значение проекции момента zL  

 ( )∑
∞

−∞=
=

m
mzmz LwL , 

 ( ) ( ) 0305,045,045,0305,0 =⋅+⋅+−⋅+−⋅= hhhhzL , 

а среднее значение квадрата проекции момента 2
zL  

 ( )∑
∞

−∞=
=

m
mzmz LwL 22 , 

 222222 8,1905,045,045,0905,0 hhhhh =⋅+⋅+⋅+⋅=zL . 
Аналогично, частица может находиться в состояниях  

с квантовыми числами 4;0 ±=m , то есть проекция момента  
импульса может иметь значения с соответствующими вероятно-
стями:  

zL  0 –4h  4 h  
 

w 3
2  6

1  6
1  

Тогда среднее значение проекции момента zL  

 ( ) 04
6
14

6
10

3
2

=⋅+−⋅+⋅= hhzL , 

а среднее значение квадрата проекции момента 2
zL  

 2222

3
1616

6
116

6
10

3
2

hhh =⋅+⋅+⋅=zL . 



 

 
«Эрмитовы операторы.  
Коммутатор операторов» 

 
 Задачи  

 
1. Найдите правило эрмитового сопряжения произведения 

операторов. 
Правило получим, пользуясь следующими преобразованиями 

матричных элементов операторов L̂  и M̂ . 

 ( ) ( ) ( )( )==⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++

knkn
nk

MLMLML ψψψψ ;ˆˆˆˆ;ˆˆ  

 ( )( ) ( ) ( ) === ∑
m

kmmknk MLML
*** ˆ;ˆ;ˆˆ; ψψψψψψ  

 ( )( ) ( )( )=== ∑∑ ++

m
mknm

m
mkkm MLML ψψψψψψψψ ˆ;ˆ;;ˆ;ˆ  

( )( ) ( ) ( )nknk
m

nmmk LMLMLM ψψψψψψψψ ++++++ ===∑ ˆˆ;ˆˆ;ˆ;ˆ; , 

 ( ) +++
= LMML ˆˆˆˆ . 

Ответ: ( ) +++
= LMML ˆˆˆˆ . 

 
2. Докажите, что оператор Лапласа является самосопря-

женным. 
Воспользуемся равенствами 
 ϕ∇=ϕΔ div  и ( ) ϕ∇⋅+ϕ=ϕ BBdivBdiv

rrr
. 

Рассмотрим произвольные функции 1ψ  и 2ψ , интегрируемые 
с квадратом модуля и равные нулю на бесконечности. Найдем  

 ( ) ( ) =ψ∇ψ=ψΔψ=ψΔψ ∫∫ dVdivdV 2
*
12

*
121;  

 ( ) ∫∫ ψ∇⋅ψ∇−ψ∇ψ= dVdVdiv 2
*
12

*
1 . 

 2

( ) ∫∫ ⋅ψ∇ψ=ψ∇ψ sddVdiv r
2

*
12

*
1  по теореме Остроградского-

Гаусса, 02
*
1 =⋅ψ∇ψ∫ sdr  – по свойству функций.  

Тогда  
 ( ) =ψ∇⋅ψ∇−=ψ∇⋅ψ∇−=ψΔψ ∫∫ dVdV *

122
*
121;  

 ( ){ } ∫∫∫ ψψΔ=ψΔψ=ψ∇ψ−ψ∇⋅ψ−= dVdVdVdivdiv 2
*
1

*
12

*
12

*
12 . 

Выполняется условие самосопряженности оператора 
 ( ) ( )2121 ;; ψψΔ=ψΔψ , 
что требовалось доказать. 

 
3. Оператор Â  эрмитов. Является ли оператор ACB ˆˆ = , 

где C  – произвольная константа, тоже эрмитовым? 
Согласно определению эрмитового оператора  
 ( ) ( )ϕψϕψ ,ˆˆ, AA = , 

где ψ  и ϕ  – произвольные функции. Т.е. 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ = dxxxAdxxAx ϕψϕψ *** ˆˆ . 

Воспользуемся этим определением для оператора B€ 
 ( ) ( ) ( ) ( ) == ∫∫ dxxAxCdxxACx ϕψϕψ ˆˆ **  

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ == dxxxACdxxxAC ϕψϕψ **** ˆˆ , 

следовательно, ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ = dxxxBdxxBx ϕψϕψ *** ˆˆ  выполняется 
для действительных C . 

Ответ: является при действительном .C  
 
4. Найдите оператор, сопряженный оператору трансляции 

координаты x  на величину a  ( ) ( )axxTa +=ψψˆ . 
Воспользуемся определением эрмитовости оператора 
 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xxTxTx aa 2121 ;ˆˆ; ψψψψ +=  

или в явном виде: 
 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ += dxxxTdxxTx aa 2

*
12

*
1

ˆˆ ψψψψ . 
Воспользуемся определением оператора трансляции 
 ( ) ( )axxTa +=ψψˆ : 
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 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ += dxaxxdxxTx a 2
*
12

*
1

ˆ ψψψψ . 
Поскольку интегрирование ведется по всему координатному 

пространству, замена xax ′=+  не отразится на пределах интег-
рирования: 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ′′′=′′−′ − xdxxTxdxax a 2
*
12

*
1

ˆ ψψψψ , 

то есть aa TT −
+ = ˆˆ . 

Ответ: aa TT −
+ = ˆˆ . 

 
5. Докажите, что собственные значения эрмитового опе-

ратора действительны. 
Пусть nψ  и nλ  – собственные функции и собственные значе-

ния эрмитового оператора L̂ . Тогда они связаны определением: 
 nnnL ψλψ =ˆ . 
Умножим это уравнение слева скалярно на nψ : 
 ( ) ( ) ( ) nnnnnnnnn L λψψλψλψψψ === ;;ˆ; . 
Умножим это уравнение справа скалярно на nψ : 
 ( ) ( ) ( ) *** ;;;ˆ

nnnnnnnnnL λψψλψψλψψ === . 

Так как оператор L̂  эрмитов, то  
 
 ( ) ( )nnnn LL ψψψψ ;ˆˆ; =  и nn λ=λ* , 

что возможно только для действительных собственных значений. 
 
6. Докажите, что невырожденные собственные функции 

оператора L̂ , принадлежащие различным собственным зна-
чениям, ортогональны друг другу. 

Пусть λ  и μ  – различные ( μ≠λ ) собственные значения опе-
ратора L̂ , а ψ  и φ  – его собственные функции, соответствующие 
этим собственным значениям.  

Тогда для ψ  и φ  выполняется определение 
 λψψ =L̂ , (1) 
 μφφ =L̂ . (2) 

 4

Домножим (1) на φ  справа, а (2) на ψ  слева и учтем действи-
тельность собственных значений 

 ( ) ( )φψλφψ ;;ˆ *=L   ⇒   ( ) ( )φψλφψ ;;ˆ =L , 
 ( ) ( )μφψφψ ;ˆ; =L   ⇒   ( ) ( )φψμφψ ;ˆ; =L . 

Вычтем одно из другого 
 ( ) ( ) ( )( )φψμλφψφψ ;ˆ;;ˆ −=− LL . (3) 
По определению эрмитового оператора левая часть равенства 

равна 0, по условию μ≠λ , следовательно, ( ) 0; =φψ , что воз-
можно, только если эти функции ортогональны, что требовалось 
доказать. 

 
7. Докажите, что собственные функции вырожденного со-

стояния ортогональны друг другу. 
Пусть оператор L̂ обладает дискретным спектром собствен-

ных значений и имеет место вырождение: 
 ninniL ψλψ =ˆ , (1) 

где ....,,2,1 nmi =  Здесь одному и тому же собственному значе-
нию nλ  принадлежит несколько ( nm ) собственных функций 

,...,,, 21 nnmnn ψψψ  где nm  – кратность вырождения. Уравнению 
(1) удовлетворяет также любая линейная комбинация этих функ-

ций ∑
=

ψ=ψ
nm

i
niij

j
n C

1
.  Эта функция нормирована на единицу. Пока-

жем, что если данные функции niψ  неортогональны, то мы мо-
жем заменить их последовательностью функций, являющихся их 
линейной комбинацией, и потребовать, чтобы они были ортого-
нальными.  

Рассмотрим случай двукратного вырождения. Пусть имеет 
место  

 11
ˆ λψψ =L ;   22

ˆ λψψ =L . 
Допустим, 1ψ  и 2ψ  неортогональны, т. е. ( ) .0, 21 ≠ψψ  Вме-

сто 1ψ  и 2ψ  выберем ортогональные друг другу функции 11 ψ=ψ′  
и 212 ψ+ψ=ψ′ a , тогда ( ) ,0, 21 =ψ′ψ′  т. е. 
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 ( ) 0, 211 =ψ+ψψ a ;   ( ) ( ) ,0,, 2111 =ψψ+ψψ a  

откуда ( )
( )21

11

,
,
ψψ
ψψ

−=a . Аналогично можно провести ортогонализа-

цию собственных функций и при nm -кратном вырождении. 
 
8. Покажите, что унитарный оператор Û  можно предста-

вить в виде Φ= ˆˆ ieU , где Φ̂  – некоторый эрмитов оператор. 
Если Φ= ˆˆ ieU , то Φ−− = ˆ1ˆ ieU . 
Покажем, что +− =UU ˆˆ 1 . Разложим экспоненту в ряд 

 ...ˆ
!3

ˆ
!2

ˆ1ˆ 3
3

2
2

ˆ +Φ+Φ+Φ+== Φ iiieU i  

 ...ˆ
!3

ˆ
!2

ˆ1ˆ 3
3

2
2

ˆ1 +Φ−Φ+Φ−== Φ−− iiieU i  

Поскольку оператор Φ̂  эрмитов, то Φ=Φ+ ˆˆ  и его любая сте-
пень ( ) ( )nnn ++

Φ=Φ=Φ ˆˆˆ , собирая члены разложения опять в экс-
поненту, получим +− =UU ˆˆ 1 . 

 
9. Докажите следующие равенства для коммутаторов:  

а) [ ] hixpx −=ˆ;ˆ ; б) [ ] 0ˆ;ˆ =xpy ; в) ( ) ( )[ ] ( )
x
xfixfpxf x ∂

∂
−=

ˆˆ;ˆˆ h , где 

( )xf €  – функция  оператора x€;   

г) [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] 0ˆ;ˆ;ˆˆ;ˆ;ˆˆ;ˆ;ˆ =++ bacacbcba . 
а) Найдем коммутатор, действуя им на некоторую произволь-

ную функцию ( )zyx ,,ψ .  
 [ ]ψxpx ˆ;ˆ . 
Раскроем коммутатор и подставим явный вид операторов 

xx =ˆ , 
x

ipx ∂
∂

−= hˆ . 
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[ ] ( )

.

ˆˆˆˆˆ;ˆ

ψψψψ

ψψψψψ

hhhh

hh

i
x

xi
x

xii
x

xix
x

ipxxpxp xxx

−=
∂
∂

+
∂
∂

−−=

=
∂
∂

+
∂
∂

−=−=
 

Поскольку функция была выбрана произвольно, то равенство 
доказано. 

б) Аналогично пункту а) 

 
[ ] ( )

.0

ˆˆˆˆˆ;ˆ

=
∂
∂

+
∂
∂

−=

=
∂
∂

+
∂
∂

−=−=

y
xi

y
xi

y
xix

y
ipxxpxp yyy

ψψ

ψψψψψ

hh

hh

 

в) Покажем, что действие коммутатора на произвольную 
функцию ( )zyx ,,ψ  равносильно умножению этой функции на 
правую часть равенства 

 ( ) ( )[ ] ( )
x
xfixfpxf x ∂

∂
−=

ˆˆ;ˆˆ hψψ . 

Для этого раскроем коммутатор и подставим явный вид опе-

раторов xx =ˆ , 
x

ipx ∂
∂

−= hˆ . 

 

( )[ ] ( ) ( ) ( )( ) ( ) =
∂
∂

+
∂
∂

−=−= ψψψψψ
x

ixfxf
x

ipxfxfpxfp xxx hh ˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ,ˆˆˆˆ

x
xfi

x
xfi

x
xfi

x
xfi

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

−
∂

∂
−= ψψψψ hhhh  

что требовалось доказать. 
г) Раскроем коммутаторы  
 [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]=++ bacacbcba ˆ;ˆ;ˆˆ;ˆ;ˆˆ;ˆ;ˆ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−−−+−−−+−−−= cabbaabbacbcaaccaacbabccbbccba ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ

.0ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ =+−−++−−++−−= cabcbaabcbacbcabaccabacbabcacbbcacba
 

Для наглядности подчеркнуты некоторые одинаковые сла-
гаемые с разными знаками. 
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10. Найдите коммутаторы операторов   
а) [ ]xLx ˆ;ˆ ; б) [ ]yLx ˆ;ˆ ; в) [ ]zLx ˆ;ˆ ; г) [ ]xx pL ˆ;ˆ ; д) [ ]yx pL ˆ;ˆ ;  

е) [ ]zx pL ˆ;ˆ ; ж) [ ]yx LL ˆ;ˆ ; з) [ ]zx LL ˆ;ˆ ; и) [ ]2ˆ;ˆ LLx . 
а) Найдем коммутатор операторов, используя соотношение 

между операторами проекции момента импульса и проекции им-
пульса и координаты 

 yzx pzpyL ˆˆˆˆˆ −= . 

 [ ] ( ) ( )=−−−=−= yzyzxxx pzpyxxpzpyLxxLxL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ  
0ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ =+−−=+−−= yzyzyzyz pzxpyxpzxpyxpzxpyxxpzxpy . 

б) Аналогично пункту а) 
 [ ] ( ) ( )=−−−=−= yzyzxxx pzpyyypzpyLyyLyL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ  

 
( ) zipzypyyipyzpyypzypyyypzypy yzyzyzyz ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ hh =+−−−=+−−=

. 
Здесь использованы результаты предыдущей задачи. Из ком-

мутатора hipyyp yy −=− ˆˆˆˆ  следует hipyyp yy −= ˆˆˆˆ . 
в) Аналогично пункту б) 
 [ ] yizLx ˆˆ;ˆ h−= . 

г)  [ ] ( ) ( )=−−−= yzxxyzxx pzpypppzpypL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ   
 =+−−= yxzxxyxz pzppypppzppy ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ  
 .0ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ =+−−= yxxzyxxz ppzppyppzppy  

д)  [ ] ( ) ( )=−−−= yzyyyzyx pzpypppzpypL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ  
 =+−−= yxzxxyxz pzppypppzppy ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ  
 ( ) .ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ zyxzyyyyz pippzpipyppzppy hh =+−−−=  
e) Аналогично пункту д) 
 [ ] yzx pipL ˆˆ;ˆ h−= . 
ж) Используем результаты предыдущих пунктов и соотноше-

ния zxy pxpzL ˆˆˆˆˆ −= , xyz pypxL ˆˆˆˆˆ −= . 

 [ ] ( ) ( ) =−−−=−= xzxzxxxyyxyx LpxpzpxpzLLLLLLL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ  
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 =+−−= xzxxzxxx LpxLpzpxLpzL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ  

 ( ) =+−−−= xzxxzxxx LpxLpzpLxpyiLz ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ h  

 ( ) =−−−−−= xzxxyxzxxx LpxLpzpihLpxpyiLpz ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ h  

 ( ) zxyxzyxzx LipypxihLpxpxihLpxpyi ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ hh =−=++−−= . 
з) Аналогично пункту ж) 
 [ ] zyx LiLL ˆˆ;ˆ h= .  
и) Используем результаты предыдущих пунктов  
[ ] ( ) ( ) =++−++=−= xzyxzyxxxxx LLLLLLLLLLLLLL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ 222222222  

 =−−−++= xzxyxxzxyxxx LLLLLLLLLLLL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 222222  
 

( ) ( ) =−−−−+++= xzxyxxzyxzyzxyxx LLLLLLLLiLLLLiLLLL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 2222 hh  

 ( ) ( ) ( )−−+++−= yxzzzxyyzyyz LiLLLLiLLLLLLLi ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ hhh  

 ( ) 0ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 22 =−−+=−− zyyzzyyzxzxy LLLLLLLLiLLLL h . 

Ответ: a) [ ] 0ˆ;ˆ =xLx , б) [ ] ziyLx ˆˆ;ˆ h= , в) [ ] yizLx ˆˆ;ˆ h−= ,   

г) [ ] 0ˆ;ˆ =xx pL , д) [ ] zyx pipL ˆˆ;ˆ h= , е) [ ] yzx pipL ˆˆ;ˆ h−= ,   

ж) [ ] zyx LiLL ˆˆ;ˆ h= , з) [ ] zyx LiLL ˆˆ;ˆ h= , и) [ ] 0ˆ;ˆ 2 =LLx . 
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11. Докажите, что ( )[ ] ( ) ( )
x
f

i
pxfxfpxfp xxx ∂

∂
=−=
hˆˆˆˆˆ;ˆ , где 

( )xf ˆ  – функция оператора x̂ . 
Воспользуемся явным видом оператора импульса 

x
ipx ∂

∂
−= hˆ  и подействуем коммутатором ( )[ ]xfpx ˆ;ˆ  на произ-

вольную дифференцируемую функцию ( )xψ : 
 ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−= xpxfxxfpxxfp xxx ψψψ ˆˆˆˆˆ;ˆ  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )=ψ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−−ψ
∂
∂

−= x
x

ixfxxf
x

i hh  

 ψ
∂
∂

=ψ
∂
∂

−=
∂
ψ∂

+
∂
ψ∂

−ψ
∂
∂

−=
x
f

ix
fi

x
fif

x
i

x
fi h

hhhh , 

поскольку функция произвольная, то равенство доказано. 
 
12. Докажите, что физические величины L  и M  одновре-

менно могут быть точно измерены тогда и только тогда, когда 
операторы этих величин L̂  и M̂  коммутируют. 

Пусть у этих операторов существует произвольная общая 
собственная функция ψ , и собственные значения операторов, 
которым соответствует эта функция λ  и μ  тогда  

 λμψμψψ == LML ˆˆˆ , μλψλψψ == MLM ˆˆˆ , 
вычтем одно равенство из другого 
 0ˆˆˆˆ =−=− λμψμλψψψ MLLM , 
тогда [ ] 0ˆˆˆˆˆ;ˆ =−= MLLMLM , что требовалось доказать. 
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15. Проверьте, является ли импульс p̂r  интегралом дви-

жения в центральном поле. 
Необходимым и достаточным условием того, что физическая 

величина является интегралом движения, является равенство ну-
лю производной по времени от соответствующего оператора 

 { } 0ˆ,ˆ
ˆˆ

=+
∂
∂

= pH
t
p

dt
pd r

rr
, 

где { } [ ]pHipH ˆ,ˆˆ,ˆ r

h

r
=  –  квантовые скобки Пуассона, выраженные 
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через коммутатор оператора p̂r  с оператором Гамильтона. В цен-
тральном поле оператор Гамильтона имеет вид: 

 ( )rU
m

pH ˆ
2

ˆ
ˆ

2

+=
r

,  

где r  – модуль радиус-вектора. Оператор p̂r  явно не зависит от 
времени, следовательно, его частная производная равна нулю, он 

коммутирует со слагаемым кинетической энергии 
m

p
2

ˆ 2r
, но не 

коммутирует с оператором потенциальной энергии: 
 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )( )( )=∇−∇−=−= ψψψψψ rUrUirUpprUprU ˆˆˆˆˆˆˆ,ˆ h
rrr

 
 ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )ψψψψ rUirUrUrUi ˆˆˆˆ ∇−=∇−∇−∇−= hh , 

следовательно, коммутатор  
 ( )[ ] ( )rUiprU ˆˆ,ˆ ∇−= h

r
. 

Вывод: оператор импульса не является интегралом движения 
в центрально симметричном поле. 

 

16. Проверьте, является ли момент импульса L̂
r

 интегра-
лом движения в центральном поле. 

Необходимым и достаточным условием того, что физическая 
величина является интегралом движения, является равенство ну-
лю производной по времени от соответствующего оператора 

 { } 0ˆ,ˆ
ˆˆ

=+
∂
∂

= LH
t
L

dt
Ld r

rr

, 

где { } ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= LHiLH ˆ,ˆˆ,ˆ r

h

r
 – квантовые скобки Пуассона, выраженные 

через коммутатор оператора L̂
r

 с оператором Гамильтона. Опера-

тор L̂
r

 явно не зависит от времени, следовательно, его частная 
производная равна нулю. В центральном поле оператор Гамиль-
тона имеет вид: 
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 ( )rU
m

pH ˆ
2

ˆ
ˆ

2

+=
r

,  

где r  – модуль радиус-вектора. Найдем коммутатор оператора 
одной из проекций импульса xyz pypxL ˆˆˆˆˆ −=  с оператором Га-
мильтона: 

[ ] ( )[ ] ( )[ ]xyxyzyxz pypxrUpypxppp
m

LH ˆˆˆˆ,ˆˆˆˆˆ,ˆˆˆ
2
1ˆ,ˆ 222 −+−++= . 

Операторы ypxˆˆ  и xpyˆˆ  коммутируют с zp̂ . Воспользуемся 
соотношением [ ] hixpx −=ˆ,ˆ  и [ ] 0ˆ,ˆ =yx pp . 

[ ] [ ] [ ] ( )[ ] ( )[ ]=−+−= xyy
x

x
y

z prUyprUxyp
m

pxp
m

p
LH ˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆ

2
ˆˆ,ˆ

2
ˆˆ,ˆ 22  

 

( ) ( ) ( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+−−= rU
xx

rUyrU
yy

rUx
m
pp

m
pp

i yxxy ˆˆˆˆˆˆ
ˆˆˆˆ

h

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .0ˆˆˆˆˆˆˆˆ =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

−=
x

rU
x
rU

x
rUy

y
rU

y
rU

y
rUxih

Аналогично можно показать, что [ ] 0ˆ,ˆ =xLH  и [ ] 0ˆ,ˆ =xLH . 
Вывод: оператор момента импульса является интегралом дви-

жения в центральном поле. 
 
17. Проверьте, является ли квадрат момента импульса 2€L  

интегралом движения в центральном поле. 
Поскольку оператор 2L̂  явно не зависит от времени, следова-

тельно, его частная производная равна нулю. Тогда необходимым 
и достаточным условием того, что физическая величина является 
интегралом движения, является равенство нулю скобки Пуассона 
соответствующего квантового оператора с оператором Гамильто-
на. 

 { } [ ] ( )HLLHiLHiLH ˆˆˆˆˆ;ˆˆ;ˆ 2222 −==
hh

. 

Оператор Гамильтона для частицы в центральном поле имеет вид:  
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 ( )rU
mr
LH += 2

2

2

ˆˆ , 

где 
ϕθθ

θ
θθ 2

2

2

2
2

sin
1sin

sin
ˆ

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−=
hL  – оператор, содержа-

щий только производные по угловым переменным, следователь-
но, он коммутирует с любой функцией радиальной переменной. 

Тогда  

 [ ] ( )[ ] 0ˆ;ˆˆ;
2

ˆˆ;ˆ 22
2

2
2 =+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= LrUL

mr
LLH , 

следовательно, момент количества движения является интегралом 
движения. В классическом случае модуль момента импульса со-
храняется. 

 
18. Покажите, что квадрат момента количества движения 

свободной частицы является интегралом движения. 
Поскольку оператор 2L̂  явно не зависит от времени, следова-

тельно, его частная производная равна нулю. Тогда необходимым 
и достаточным условием того, что физическая величина является 
интегралом движения, является равенство нулю скобки Пуассона 
соответствующего квантового оператора с оператором Гамильто-
на. 

 { } [ ] ( )HLLHiLHiLH ˆˆˆˆˆ;ˆˆ;ˆ 2222 −==
hh

. 

Оператор Гамильтона для свободной частицы имеет вид:  

 
m

PH
2

ˆˆ
2

= . 

Поскольку коммутатор 

 [ ] [ ] 0ˆ;ˆ
2
1ˆ;

2

ˆˆ;ˆ 222
2

2 ==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= LP

m
L

m
PLH , 

следовательно, момент количества движения является интегралом 
движения свободной частицы. В классическом случае модуль 
момента импульса свободной частицы сохраняется. 
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8. Найдите среднее значение проекции момента импульса 

2€L  частицы, находящейся в состоянии ( ) ϕθ=ϕθΨ cossin, A . 
 
По определению среднего значения физической величины 

2L , которой соответствует оператор 2L̂  
 ( )ψψ 22 ˆ;LL = , 

в сферических координатах оператор 2L̂  имеет вид 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ϕ∂
∂

θ
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

θ∂
∂

θ
θ∂
∂

θ
−= 2

2

2
22

sin
1sin

sin
1€ hL , 

тогда среднее значение  

 == ∫ ∫
π π

ϕθθψψ
2

0 0

2*2 sinˆ ddLL  

 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

−= ∫∫
ππ

ϕθθϕθ
ϕθθ

θ
θθ

ϕθ
2

0 0
2

2

2
22 sincossin

sin
1sin

sin
1cossin ddAh

  

 −⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

−= ∫ ∫
π π

θθ
θ

θ
θ

ϕ
2

0 0

2222 sinsincos ddAh  

 πθθϕϕ
ϕ

ϕ
π π

22
2

0 0
2

2

3
8sincoscos Add h=⎥

⎦

⎤
∂
∂

− ∫ ∫ . 

Пронормируем функцию ψ  

 =ϕθθϕθ=ϕθθψψ= ∫ ∫∫ ∫
π ππ π 2

0 0

2222

0 0

* sincossinsin1 ddAdd  

 π=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ θ
−θπ−=θθϕϕ−=

π
π π

∫ ∫
2

0

3
22

0 0

222

3
4

3
coscoscossincos AAddA , 
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π

=
4
32A , 

тогда  
 22 2h=L . 

Ответ: 22 2h=L . 

9. Найдите среднее значение координаты x  и импульса 

xp  частицы, находящейся в состоянии ( ) 2

2

a
x

ikx
Aex

−
=Ψ . 

По определению среднего значения  
0

222222 22* ===ψψ= ∫∫∫ −−−− dxxeAdxxeeAdxxx xaxaikxxaikx , 

 =ψ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ψ=ψ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−ψ= ∫∫ dx
a
xikdx

x
ipx

h
hh **  

 kdxx
a
xidxk h
h

h =ψψ+ψψ= ∫∫ ** . 

Ответ: 0=x , kpx h= . 
 
10. Найдите среднее значение квадратичного отклонения 

координаты 2xΔ  частицы, находящейся в состоянии 

( ) 22 xaikxAex −=ψ . 
Поскольку среднее значение координаты в этом состоянии 

равно нулю, то xxxx =−=Δ  и 22 xx =Δ . 
По определению среднего значения квадрата координаты 
 

∫∫∫ −−−− === dxexAdxexeAdxxx xaxaikxxaikx 222222 22222*2 ψψ . 
Воспользуемся интегралом Пуассона 

β
π

=∫
∞

∞−

β− dxe x2
, 

β
π

β∂
∂

=
β∂
∂

∫
∞

∞−

β− dxe x2
, 

β
π

β
−=− ∫

∞

∞−

β−

2
122 dxex x , 

тогда с учетом нормировки 
π

=
aA  (задача 8)  
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 233

2
2

2
1

22 aa
a

a
A

x =
π

π
=

π
= . 

Ответ: 2
2

2
1
a

x = . 

 
11. Проверьте соотношение неопределенностей для части-

цы, описываемой функцией ( ) 2xikxAex α−=Ψ . 
Пронормируем волновую функцию 

 ( ) =⋅=Ψ= ∫∫
∞

∞−

−−−
∞

∞−

dxeeAdxx xikxxikx 22221 αα  

 
α
π

== ∫
∞

∞−

α−

2
222 2

AdxeA x , 

 
4

1
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
π
α

=A . 

Найдем среднее значение квадрата отклонения координаты 
для случая, когда начало отсчета выбрано в точке локализации 
частицы 0=x . 

 ( ) ( ) =ΨΨ=ΨΨ==−=Δ ∫
∞

∞−

dxxxxxxx 2*2222 ˆˆ;  

 ∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−

−−− ⋅=⋅⋅= dxexdxexe xxikxxikx 222 222 22 ααα

π
α

π
α

. 

Значение интеграла найдем с помощью интеграла Пуассона 

 ( )
α
π

==α ∫
∞

∞−

α− dxeI x2
.  

Продифференцируем интеграл Пуассона по α  

 ( )
3

2

2
12

α
π

−=−=
α∂
α∂

∫
∞

∞−

α− dxexI x . 

 
α

=
α
π

π
α

=Δ
4
1

82
12

3
2x . 
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Найдем среднее значение квадрата отклонения импульса для 
случая, когда начало отсчета движется с постоянной скоростью, 
равной скорости частицы kpp h== 0 . 

 ( ) ( )( ) ( ) =Ψ−Ψ=Ψ−Ψ=−=Δ ∫
∞

∞−

dxppppppp 2
0

*2
0

22 ˆˆ;  

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∂
∂

−⋅
π
α

= ∫
∞

∞−

α−α−− dxep
x

ie xikxxikx 22
2

0
2

h  

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∂
∂

−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∂
∂

π
α

= ∫
∞

∞−

α−α−− dxek
x

iek
x

i xikxxikx 222
hhhh  

 ( ) ( ) =−α+⋅−α−
π
α

= ∫
∞

∞−

α−α−− dxekxikekxik xikxxikx 22
2222h  

 2
3

222222

82
12424

2
hhh α=

α
π

π
α

α=
π
α

α= ∫
∞

∞−

α− dxex x . 

Найдем  

 ( ) ( )
24

1 222 h
h =α

α
=−−=ΔΔ ppxxpx . 

Вывод: соотношение неопределенностей выполняется. 
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 ϕλ=
ψ
ψ did

h , 

его решение λϕ=ψ hiCe . В силу периодичности функции угловой 
координаты ( ) ( )π+ϕψ=ϕψ 2 : 

 πλ+λϕλϕ = 2hhh iii CeCe , 12 =πλhie ,  
следовательно, m=λh , где m  – целое. То есть собственному зна-
чению hmLz =  соответствует собственная функция ϕ=ψ im

m Ce . 
Пронормируем ее: 

 ( ) 22

0

22

0

2 21 CdCdm π=ϕ=ϕϕψ= ∫∫
ππ

, откуда 
π

=
2
1C , 

тогда ϕ

π
=ψ im

m e
2
1 . 

Собственному значению h3=zL  соответствует функция  

 ϕ

π
=ψ im

m e
2
1 . 

Ответ: ϕ

π
=ψ im

m e
2
1 , hmLz = , ϕ

π
=ψ im

m e
2
1 . 



 1 

 
 Задачи  
 
1. Частица находится в основном состоянии в бесконечно 

глубокой потенциальной яме шириной a . Найдите среднее 
значение координаты и квадрата координаты частицы. 

Волновая функция частицы в основном состоянии 

 
a

x

a


 sin

2
, 

 






 



 

aa

dx
a

x
x

a
dx

a

x
x

a

x

a
x

00

2
cos1

1
sinsin

2
 

 
22

1

4

2
cos

2

2
sin

2

1 2

0

2

2
2 aa

a

a

x
a

a

x
xa

x

a

a




























  

 






 



 

aa

dx
a

x
x

a
dx

a

x
x

a

x

a
x

0

2

0

22 2
cos1

1
sinsin

2
 

 

































a

a

x
a

a

x
xa

a

x
ax

x

a

0

3

3

2

22
3

4

2
sin

2

2
cos

2

2
sin

3

1
 

 
2

2
2

2

33

6

32

23

1




















 a

aa

a
. 

Ответ: 
2

a
x  , 

2

2
22

6

32




 ax . 

 
2. Найдите уровни энергии и собственные функции ча-

стицы массы ,m  находящейся в бесконечно глубокой потен-

циальной яме вида  

 









.,0,,0,,0

,0,0,00

czzbyyaxxпри

czbyaxпри
U  



 2 

Вне ямы, где потенциал равен  , частица находиться не мо-
жет, то есть вероятность равна 0, волновая функция тоже равна 
нулю. На границах ямы волновая функция тоже равна нулю.  

Будем искать решение трехмерного уравнения Шредингера 
внутри ямы: 

  E
m2

2
,   

 0
2

2




mE
. 

Будем искать решение уравнения в виде  

        zZyYxXzyx  ,, .  

 0
2

22

2

2

2

2

2




























XYZ

mE
XYZ

zyx 
, 

 0
2

22

2

2

2

2

2















XYZ

mE
XY

z

Z
XZ

y

Y
YZ

x

X


, 

разделим все уравнение на XYZ . 

 
22

2

2

2

2

2 2111



mE

z

Z

Zy

Y

Yx

X

X















, 

каждое из слагаемых в левой части зависит от разных перемен-
ных, их сумма – постоянная величина, следовательно, каждое из 
этих слагаемых – тоже константа.  

Тогда уравнения и граничные условия примут вид 

 0
2

2

1

2

2





X

mE

x

X


,     ,00  aXX  

 0
2

2

2

2

2





Y

mE

y

Y


,     ,00  bYY  

 0
2

2

3

2

2





Z

mE

z

Z


,     00  cZZ , 

где 321 EEEE  . Решения этих уравнений аналогичны реше-

нию уравнений для одномерной бесконечно глубокой потенци-
альной ямы: 

  
a

xn

a
xX n

1sin
2

1


 , 2

12

22

1
2

n
ma

E


 , 
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  
b

yn

b
yYn

2sin
2

2


 , 2

22

22

2
2

n
mb

E


 , 

  
c

zn

c
zZn

3sin
2

3


 , 2

32

22

3
2

n
mc

E


 , 

тогда волновая функция  

  
c

zn

b

yn

a

xn

abc
zyxnnn

321 sinsinsin
8

,,
321


  

и энергия  

 


















2

2
3

2

2
2

2

2
1

22

2 c

n

b

n

a

n

m
E


. 

Ответ: 


















2

2
3

2

2
2

2

2
1

22

2 c

n

b

n

a

n

m
E


, 

 
c

zn

b

yn

a

xn

abc
zyxnnn

321 sinsinsin
8

,,
321


 . 

 
3. Найдите возможные собственные значения энергии и 

их вероятности для частицы массы ,m  находящейся в беско-

нечно глубокой потенциальной яме шириной a  в состоянии 

   xaAxx  . 

Сначала пронормируем функцию 

 
3054

2

3
1

52

0

5423
2

0

222 aAxaxax
AdxxaxA

a
a














  , 

 
5

30

a
A  . 

Собственные функции оператора частицы в бесконечно глу-
бокой потенциальной яме 

  
a

nx

a
xn


 sin

2
, 

соответствующие им уровни энергии 

 
ma

n
En

2

222
 . 

Разложение функции состояния по собственным функциям: 



 4 

    xcx
n

nn





1

 

содержит коэффициенты разложения nc , такие, что  

     xxc nn  ; , 

       


 
aa

nn dxxax
aa

nx

a
dxxxc

0
5

0

* 30
sin

2
 

 





 
aa

dx
a

nx
x

a
dx

a

nx
x

a 0

2

3
0

2
sin

60
sin

60
 

 






 







 










 

a

a

nx
d

a

nx

a

nx

n

a

a 0

2

2
sin

60
 

 






 







 










 

a

a

nx
d

a

nx

a

nx

n

a

a 0

23

3
sin

60
 

 
   







 
 nn

ydyy
n

ydyy
n 0

2

3
0

2
sin

60
sin

60
 

 
 

 
   







 nn
yyyy

n
yyy

n 0

2

302
sin2cos1

60
cossin

60
 

 
 

 


 0sincossin
60

2
nnn

n
 

 
 

   


 0cossin2cos1
60 2

3
nnnn

n
 

 
 

    
 

 















четное  2  при0

нечетное  12  при
602

11
602

3
3

kn

kn
n

n

n
 

Вероятности 

 
 

 











четное  2  при0

нечетное  12  при
960

66

kn

kn
nwn  

Ответ: 
 

 











четное  2  при0

нечетное  12  при
960

66

kn

kn
nwn . 
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4. Покажите, что волновая функция    xaAxx   мо-

жет достаточно точно описывать основное состояние частицы 
в бесконечно глубокой потенциальной яме. 

Исходя из ответа задачи 3, видим, что вероятность нахожде-
ния частицы на первом уровне равна 

 .9985,0
960

61 


w  

На следующем разрешенном  3n  

 .0014,0
729

960

3

960
6663 





w  

Вероятности следующих уровней меньше 1w  в 6n  раз. Сле-

довательно, волновая функция    xaAxx   близка к функции 

состояния первого уровня частицы в бесконечно глубокой потен-
циальной яме. 

 
5. Найдите вероятность того, что частица массы ,m  

находящаяся в бесконечно глубокой потенциальной яме ши-

риной a  в состоянии    xaAxx  , имеет энергию 

2

22

2

9

ma

π
E


 . 

Энергия 
2

22

2

9

ma

π
E


  соответствует уровню энергии частицы 

массы m в бесконечно глубокой потенциальной яме ширины a  с 
номером 3n . Исходя из задач 3 и 4 искомая вероятность  

 0014,0
729

960

3

960
6663 





w . 

Ответ: 0014,03 w . 
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6. Частица массы m  находится в полубесконечной по-
тенциальной яме с потенциалом вида   

 

















.

;00

;0

0 axU

ax

x

U  

Найдите уравнение на уровни энергии. 
Найдите условие появления первого и n -го 
дискретного энергетического уровня. 

Разобьем пространство на три области, где волновые функ-
ции 

  
















.

;0

;00

2

1

ax

ax

x

x   

Уравнения Шредингера в одномерном случае 

 0
2

121  


mE
,              

 
0

2
22

0
2 


 



EUm
. 

Условия  непрерывности,  гладкости  и  ограниченности 
функции 

   001  ,      aa 21  ,      aa 21  ,     2 .     

Решение этих уравнений:  

    bkxAx  sin1 , где 


mE
k

2
 , из   001     0b , 

   qxqx CeBex  
2 , где 

 



EUm
q




02
, из   2  0C , 

из    aa 21     qaBekaA sin , 

из    aa 21     qaqBekakA cos .  

Из последних уравнений  

 
q

tgka
k

11
 . 

Преобразуем 

 
22

2

22

1
1

sin
kq

k

q

k
q

k

katg

tgka
ka










 , 
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 

2

0

22

022 222



mUmEEUm
kq 


 , 

 ka
amU

ka
2

02
sin


   

– уравнение на уровни энергии, т.к. 


mE
k

2
 . 

Это уравнение можно решить 
графически. Решение – точки пере-
сечения синусоиды и прямой, зави-
сящих от параметра ka . Удовле-
творяют условию только те области 
определения синусоиды, где tgka  

отрицателен. Угол наклона прямой 

зависит от множителя 
2

02 amU


, то есть от параметров ямы – 

ширины a  и глубины 0U .  

Количество точек пересечения конечно. Нет ни одного уров-

ня энергии, если 
2


ka , 

m
aU

8

22
2

0


 . Первый уровень появля-

ется, если 
m

aU
8

22
2

0


 . При увеличения размеров ямы количе-

ство уровней увеличивается, появляется n -й уровень при 











2

1
nka ,  2

22
2

0 12
8




 n
m

aU


. 

Ответ: Уравнение a
mE

amU
a

mE







2

2

2
sin

2
0

  дает 

дискретный спектр, первый уровень появляется при 

m
aU

8

22
2

0


 , n -й – при  2

22
2

0 12
8




 n
m

aU


. 
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7. В потенциальной яме задачи 6 энергия единственного 

уровня 20UE  . Определите: а) параметры ямы 2
0aU , б) 

наиболее вероятное значение координаты частицы, в) найди-
те вероятность нахождения частицы внутри ямы, г) построй-
те график плотности вероятности.  

Воспользуемся решением задачи 6. а) Поскольку уровень 
единственный, то  

 
2

3

2





ka ,   

2

32

2





a

mE


,   

2

3

2

0 



a

mU


. 

Уравнение на уровни энергии даст 

 
2

2

22
sin

0

00




 mU

mU
k

mU
ka , 

 
4

3
ka ,   

4

30 
a

mU


,   

m
aU

16

9 22
2

0


 . 

б) волновая функция  

  









 .

;0sin

axBe

axkxA
x

qx
    

 


02 mUmE
k  ,   

 
k

mUEUm
q 





002

. 

Плотность вероятности  

  









 .

;0sin
22

22

axeB

axkxA
xw

qx
 

Очевидно, что наиболее вероятное положение частицы – 
внутри ямы. Чтобы найти эту координату, найдем экстремум 
плотности вероятности. 

 0cossin22  kxkkxa
dx

dw
,  02sin kx ,  nkx 2 ,  

k

n
xn

2


 . 

Из а)  

 
a

k
4

3
 , 

3

2

32

4 anna
xn 




 .  

Наиболее вероятное значение координаты 
3

2
1

a
x  . 

в) Вероятность нахождения частицы внутри ямы 
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  







  ka

k
a

A
dxkx

A
dxkxAw

aa

2sin
2

1

2
2cos1

2
sin

2

0

2

0

22
1 , 

поскольку 
4

3
ka ,  

 























 




3

2
1

24

3
2sin

32

4

2

22

1

aAa
a

A
w . 

Найдем так же вероятность нахождения частицы вне ямы 

 
q

eB
dxeBw

qa

a

qx

2

22
22

2


   , 

поскольку 
a

kq
4

3
  (см. б)), и qaBekaA sin  (см. 6), то 

 
2

2
ABe qa  , 




3

2

2

aA
w . 

Полная вероятность 121  ww , откуда 

 




















3

2

3

2
1

2
1

2aA
,  

тогда 
 423

62






a
A . 

Вероятность нахождения частицы внутри ямы 

73,0
423

23
1 




w . 

Ответ: а) 
m

aU
16

9 22
2

0


 , б) 

3

2
1

a
x  , в) 73,01 w . 

 

8. Параметры ямы задачи 6 
m

aU
2

2
0

75
 . Определите 

количество уровней энергии. 
Воспользуемся ответом задачи 6 

  2
222

12
8

75



 n

mm


,  

2

2 875
12




n , 3,4n ,  

то есть 4n . 
Ответ: 4n . 
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9. Частица находится в потенциальном поле вида  

  









.;0

;00

0 axxU

ax
xU  

Найдите уравнение, определяющее возмож-

ные значения уровней энергии при 0UE  . 

Покажите, что уровни энергии дискретны. 
Разобьем пространство на три области, где волновые функ-

ции 

  
















.

;0

;0

3

2

1

ax

ax

x

x   

Уравнения Шредингера в одномерном случае 

 0
2

222 


mE
,              

 
0

2
3,12

0
3,1 






EUm
. 

Условия непрерывности, гладкости и ограниченности функ-
ции на бесконечности: 

    00 21  ,      00 21  ,      aa 32  ,      aa 32  , 

   1 ,     3 .     

Решение этих уравнений:  

    bkxAx  sin2 , где 


mE
k

2
 , 

   qxqx CeBex  
1 ,   qxqx EeDex  

3 , где 
 



EUm
q




02
,  

из   1    0B , из   3    0E , 

из    00 21     CbA sin , из    00 21     qCbkA cos ,  

из    aa 21       qaDebkaA sin , 

из    aa 21       qaqDebkakA cos .  

Из последних уравнений  

 
q

k
tgb  ,  

q

k
bkatg  ,  

т.е.   tgkabkatg  , из тригонометрии bnbka  , т.е. 

bnka 2 . 
Преобразуем 
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22

2

22

1
1

sin
kq

k

q

k
q

k

btg

tgb
b










 , 

 
2

0

22

022 222



mUmEEUm
kq 


 ,      

02
sin

mU

k
b


 , 

то уравнение на уровни энергии 
02

arcsin2
mU

k
nka


 , 

т.к. 


mE
k

2
 , то 

02

2
arcsin2

2

mU

mE
na

mE 


 , 

 
00

0
arcsin2

2

U

E
n

U

E
a

mU



, 

это уравнение вида znz arcsin2 . Его можно решать графи-
чески. Решение – точки пересечения графика семейства функций 

zny arcsin2  и прямой zy  . Угол наклона прямой зависит 

от множителя a
mU


02

 , то есть от параметров ямы – шири-

ны a  и глубины 0U . Уровни энергии дискретны. 

В этой потенциальной яме обязательно есть 
хотя бы один уровень энергии. Из графика видно, 
что прямая обязательно пересекает хоть одну кри-
вую семейства. Количество точек пересечения ко-
нечно.  

Ответ: 
00

0
arcsin2

2

U

E
n

U

E
a

mU



. 

 
10. Частица находится в потенциальном поле задачи 9. 

Найдите  параметры ямы 
2

0aU , при которых: а) энергия ос-

новного состояния равна 20UE  , б) появляется n -й уро-

вень энергии, в) определите количество уровней энергии, если 

размеры ямы удовлетворяют соотношению 
m

aU
2

2
0

75
 . 

а) Воспользуемся результатами задачи 9. 
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0

0

0

00

2
arcsin21

2

2

U

U

U

U
a

mU



, 

 
24

2
0 




a
mU


, 

m
aU

4

22
2

0


 . 

б) Условия возникновения нового уровня –  1 nka , под-

ставим это в 

  
 

02

1
arcsin21

mUa

n
nn





, 

 
 

1
2

1

0




mUa

n
, 

 
m

n
aU

2

1 222
2

0


 . 

в) 
 

mm

n
aU

2222
2

0

75

2

1 



 ,   3,15

150
1

2

2



n , 8,4n , 

поскольку n  – целое, причем по условию предыдущего пункта 
пятый уровень не появился, то 4n . 

Ответ: а) 
m

aU
4

22
2

0


 , б) 

 
m

n
aU

2

1 222
2

0


 , в) 4n . 

 
11. Частица массы m  падает слева на 

симметричную потенциальную яму глубиной 

0U    

  









.;0

;00

0 axxU

ax
xU  

Энергия частицы 0E . Найдите коэффициент прозрачности 
D  ямы и коэффициент отражения частицы R . 

Разобьем пространство на три области, где волновые функ-
ции 

  
















.

;0

;0

3

2

1

ax

ax

x

x   

Уравнения Шредингера в одномерном случае 

 0
2

222 


mE
,              

 
0

2
3,12

0
3,1 






UEm
. 
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Условия непрерывности, гладкости и ограниченности функ-
ции 

    00 21  ,      00 21  ,      aa 32  ,      aa 32  , 

   1 ,     3 .     

Решение этих уравнений:  

  iqxiqx eBeAx  111 ,   iqxiqx eBeAx  333 , где 

 


02 UEm

q


 ,  

   ikxikx eBeAx  222 , где 


mE
k

2
 . 

Аналогично задаче 63 03 B . 

из    00 21     2211 BABA  , 

из    00 21     
k

q
BABA 2211  .  

из    aa 21    iqaiqaiqa eAeBeA 322   iqaiqaiqa eAeBeA 322   , 

из    aa 21    iqaiqaiqa eA
q

k
eBeA 322   .  

Из последних двух уравнений  

  
32

2

1
A

q

kq
eA aqki








 
  ,    

32
2

1
A

q

kq
eB aqki








 
  . 

Из первых двух уравнений с учетом полученных выражений 

 


























k

q
B

k

q
AA 11

2

1
221  

 
    







 



 

k

qk

q

kq
e

k

kq

q

kq
e

A aqkiaqki

4

3  

      ikaiqaiqa ekqekqe
kq

A 223

4
  . 

 


























k

q
B

k

q
AB 11

2

1
221  

 
    







 



 

k

qk

q

kq
e

k

kq

q

qk
e

A aqkiaqki

4

3  
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     qaekq
kq

iA
ekqee

kq

A ikaikaiqaiqa sin
24

223223  
. 

Коэффициент прозрачности: 

 

   
2

22

22

2

1

2

3

2

2

16

kqekqe

qk

A

A

w

w
D

iqaiqa
пад

прош

пад

прош











. 

Коэффициент отражения: 

 
 

    

2

22

22

2

1

2

1

2

2

sin2

kqekqe

qakq

A

B

w

w
R

iqaiqa

пад

отр

пад

отр












. 

Находим модуль комплексного знаменателя и получаем: 

 
 

qa
qk

qk
D

2

22

222

sin
4

1

1




 . 

 
 

2

0

2

0

2

22 222



mUUEmmE
qk 


 , 

 
   

4

0

2

0

2

22 222



UEmEUEmmE
qk





 . 

В результате 

 
 

a
UEm

UEE

U
D


02

0

2
0

2
sin

4
1

1






 . 

 
 

 

 
 

a
UEm

UEE

U

a
UEm

UEE

U

R





02

0

2
0

02

0

2
0

2
sin

4
1

2
sin

4









 . 

Ответ: 

 
 

a
UEm

UEE

U
D


02

0

2
0

2
sin

4
1

1






 , 
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 
 

 
 

a
UEm

UEE

U

a
UEm

UEE

U

R





02

0

2
0

02

0

2
0

2
sin

4
1

2
sin

4









 . 

 
12. Для частицы из задачи 11 найдите возможные значе-

ния энергии E , при которых частица беспрепятственно про-
ходит над ямой, и ширину ямы, при которой коэффициент 
прозрачности минимален. 

Воспользуемся результатами задачи 11: 

 

 
 

a
UEm

UEE

U
D


02

0

2
0

2
sin

4
1

1






 , 

в знаменателе может быть 
 

0
2

sin
0




a
UEm


, тогда коэффи-

циент 1D .  

 
 

na
UEm





02

, 02

222

2
U

ma

n
E 





. 

Если 0  – де бройлевская длина волны частицы, то волновое 

число  

 
 

0

0

0 22







k

UEm


,   nak 0 ,   0

2


n
a . 

Это значит, что если ширина ямы равна целому числу полу-
длин волн де Бройля, то частица проходит яму беспрепятственно. 
Для фотона примером такой ямы может служить эффект «про-
светления оптики». 

Коэффициент прозрачности минимален, если 

 
1

2
sin

0



a

UEm


. При этом 

 
 













2

12 0
na

UEm


, 0

2

2

22

2

1

2
Un

ma
E 














. 

 
 

 
 

 20

0

2
00

0
min

2

4

4

4

UE

UEE

UUEE

UEE
D









 . 
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Ширина ямы с минимальным коэффициентом отражения   

 












2

1

2

0 na . 

Для оптики это ширина так называемой «четвертьволновой» 
пленки. 

Ответ: 02

222

2
U

ma

n
E 





, 













2

1

2

0 na . 

 
13. Частица массы m  падает слева на потен-

циальный барьер высотой 0U . Энергия частицы 

0UE  . Найдите коэффициент отражения части-

цы от барьера R  и коэффициент прозрачности 
D . 

Разобьем пространство на две области, где вол-
новые функции 

  









.

;0

2

1

ax

x
x   

Уравнения Шредингера в одномерном случае 

 0
2

121  


mE
,              

 
0

2
22

0
2 






UEm
. 

Условия  непрерывности,  гладкости  и  ограниченности 
функции 

   00 21  ,      00 21  ,     1 ,     2 .     

Решение этих уравнений:  

   ikxikx BeAex 1 , где 


mE
k

2
 ,  

   iqxiqx GeCex 2 , где 
 



EUm
q




02
, 

– плоские волны, в функции  x1  слагаемое ikxAe  описывает 

волну, падающую на барьер, а ikxBe  – отраженную, аналогично в 

 x2  слагаемое iqxCe  описывает прошедшую над барьером вол-

ну, а отраженной волны нет, поэтому 0G . 
Из граничных условий  
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из    00 21     CBA  , 

из    00 21     qCkBkA  , или C
k

q
BA  . 

Выразим коэффициенты  C
k

qk
A

2


 ,   C

k

qk
B

2


 . 

Коэффициент отражения частицы от барьера  

 

 

2

0

0

2

2

2

2

2

22

22

UEmmE

UEmmE

qk

qk

A

B

w

w
R

пад

отр

пад

отр














 , 

сокращая, получим: 

 
 

2

0

2

0

2

0

0

UEE

UEE

UEE

UEE
R









 , 

 

2

00

1212















U

E

U

E
R . 

Коэффициент прозрачности  

 

2

0

2

2

2

2

2

22

UEE

E

qk

k

A

C

w

w
D

пад

прош

пад

прош










 , 

 



























 11214

000 U

E

U

E

U

E
D . 

Ответ:  
2

00

1212















U

E

U

E
R , 




























 11214

000 U

E

U

E

U

E
D .  
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14. Для частицы из задачи 13 найдите приближенные 
значения коэффициента отражения частицы от барьера R  и 
коэффициента прозрачности D  для случаев: а) частица про-

летает непосредственно над барьером 0UE   и б) частица 

пролетает значительно выше над барьером 0UE  . 

Проанализируем полученные в задаче 13 результаты. При 

0UE  , 1
0


U

E
 коэффициент отражения близок к единице, а ко-

эффициент прозрачности – к нулю. В обратном случае, когда 

0UE  , 00 
E

U
  

 0

11

11

2

0

0









E

U

E

U

R ,    1

11

2

2

0







E

U
D  

коэффициент отражения близок к нулю, а коэффициент прозрач-
ности – к единице. 

 
15. Частица массы m  падает слева на потен-

циальный барьер высотой 0U . Энергия частицы 

0UE  . Найдите  эффективную глубину эф  про-

никновения частицы под барьер   









e

w
w эф

0 . 

Вычислите эф  для электрона, если 10 UE  эВ. 

Найдем решение уравнения Шредингера для частицы под ба-
рьером :0x  

 
 

0
2

2

0 





EUm
. 

Решение   qxqx CeBex   , где 
 



EUm
q




02
, в силу 

ограниченности     имеет вид   qxBex  . Плотность ве-

роятности нахождения частицы под барьером  
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   qxeBxw 22  ,  

вероятность иметь координату 0x    20 Bw  . По определению 

эф  такое, что на глубине эф  вероятность частицы уменьшается 

в e  раз по сравнению с вероятностью на границе: 

    
e

B

e

w
eBw эфq

эф

2
22 0




,          
 EUmq

эф



0222

1 
. 

Для электрона  

 
 

10

1930

34

0

10
106,1109,022

1005,1

22
















EUm
эф


м = 0,1 нм. 

Ответ: 
 EUm

эф



022


, 1010эф  м = 0,1 нм. 

 
16. Частица массы m  падает слева на сим-

метричный потенциальный барьер высотой 0U .  

  









.;0

;00

0 axxU

ax
xU  

Энергия частицы 0UE  . Найдите коэффициент 

отражения частицы от ямы R  и коэффициент прозрачности 
D . 

Воспользуемся результатами задачи 11, заменив в ответе 0U  

на 0U : 

 

 
 

a
UEm

UEE

U
D


02

0

2
0

2
sin

4
1

1






 . 

 
 

 

 
 

a
UEm

UEE

U

a
UEm

UEE

U

R





02

0

2
0

02

0

2
0

2
sin

4
1

2
sin

4









 . 

Коэффициент прозрачности может равняться 1D , если  в 

знаменателе 
 

0
2

sin
0




a
UEm


.  
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 

na
UEm





02

, 02

222

2
U

ma

n
E 





. 

Если 0  – де бройлевская длина волны частицы, то волновое 

число  

 
 

0

0

0 22







k

UEm


,   nak 0 ,   0

2


n
a . 

Это значит, что если ширина ямы равна целому числу полу-
длин волн де Бройля, то частица проходит яму беспрепятственно. 
Для фотона примером такой ямы может служить эффект «про-
светления оптики». 

Коэффициент прозрачности минимален, если 

 
1

2
sin

0



a

UEm


. При этом 

 
 













2

12 0
na

UEm


, 0

2

2

22

2

1

2
Un

ma
E 














, 

 
 

 
 

 20

0

2
00

0
min

2

4

4

4

UE

UEE

UUEE

UEE
D









 . 

Ширина ямы с минимальным коэффициентом отражения   

 












2

1

2

0 na . 

Для оптики это толщина так называемой «четвертьволновой» 
пленки. 

При 0UE   аргумент синуса в формуле коэффициента про-

зрачности 

 
 

 
1

02

0

2

2

2
0

2
sin

24

2
1















 


 a

UEm

UEmE

mU
D






, 

 
0

2 0







UEm
z . Найдем предел 1

sin
lim

2

2

0


 z

z

z
, тогда  

 

1

2

2
0

2
1


















E

mU
D . 



 1 

 

 
 

 
 

1. Найдите уровни энергии и собственные функции од-
номерного гармонического осциллятора. 

Будем искать решение уравнения Шредингера: 

 
 

   xEx
xm

dx

xd

m








22

22

2

22
. 

Сделаем обезразмеривающую замену 
0x

x
 ,




m
x


0  и 

обозначим 


E2
. Уравнение примет вид: 

 
      02

2

2





.  

Легко убедиться, что при   волновая функция имеет вид 

2

2


 e . Это легко сделать, пренебрегая   по сравнению с 2 . 

Тогда функция должна иметь вид     2

2


 ef . Будем искать 

решение уравнения 

 
   

    012
2

2










f

ff
 

в виде степенного ряда   





0kk

k
kaf . Подставим этот ряд в 

уравнение и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях 
 , получим ряд соотношений 

   01
000  kakk    при   

20 
k

, 

   01 100 0
 kakk    при   

10 
k

, 

      02112 2   kk akakk    при   k , если 0kk  . 
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Первые два уравнения являются тождествами, если положить 

00 k , 00 a , 01 a . Из последнего уравнения получаем рекур-

рентную формулу для коэффициентов ряда 

 
  12

12
2






kk

k
aa kk . 

Все четные ka  можно определить через 0a , а нечетные – че-

рез 1a . 

Бесконечный степенной ряд в общем случае не является схо-
дящимся. Следовательно, его следует сделать конечным, то есть 
оборвать на некотором члене. То есть в рекуррентной формуле 

следует положить некоторое 02 na . Откуда 12  n , 





2


E , уровни энергии  12

2



 nEn


 дискретны, а уравне-

ние на собственные функции примет вид: 

 02
2

2










n

nn nf
ff

, 

ему удовлетворяют полиномы Чебышева-Эрмита  

    
n

n
n

n
d

ed
eH







2

2

1 . 

Волновая функция имеет вид: 

    




nn HСe 2

2

. 

Пронормируем ее. 

      122

0

2

0

2 2

 
 dHeCxdxdxx nnnn  

Один из полиномов представим в явном виде и проведем n  
раз интегрирование по частям, получим 

   
 

 






 



d
d

Hd
eCxdH

d

ed
Cx

n

n
n

nnn

n
n

n

2

2

2

0

2

0 11 , 

так как  

 
 

!2 n
d

Hd n

n

n
n





, то 

!2

102

n

x
C

nn


 . 

Ответ:  12
2




 nEn


,    







n
n

n He
n

x
2

4

0

2

!2
. 
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2. Найдите уровни энергии и собственные функции 
трехмерного гармонического осциллятора вида   

  
222

,,
22

3
22

2
22

1 zmymxm
zyxU








 . 

Рассмотрите случай изотропного осциллятора. 
Будем искать решение трехмерного уравнения Шредингера: 

  EU
m2

2
,   

в виде        zZyYxXzyx  ,, . Уравнение примет вид: 

   0
2

2

22
3

22
2

22
1

2

2

2

2

2

2

2




























XYZ

mE
XYZzyxXYZ

zyx 
 , 

 













XY

z

Z
XZ

y

Y
YZ

x

X
2

2

2

2

2

2

 

   0
2

2

22
3

22
2

22
1  XYZ

mE
XYZzyx


, 

разделим все уравнение на XYZ . 

 
2

22
32

2
22

22

2
22

12

2 2111



mE
z

z

Z

Z
y

y

Y

Y
x

x

X

X























































, 

каждое из слагаемых в левой части зависит только от одной пе-
ременной, их сумма – постоянная, следовательно, каждое из этих 
слагаемых тоже константа.  

Тогда уравнения примут вид 

 0
2

2

122
12

2





X

mE
Xx

x

X


,  

 0
2

2

222
22

2





Y

mE
Yy

y

Y


,  

 0
2

2

322
32

2





Z

mE
Zz

z

Z


, 

где 321 EEEE  . Решения этих уравнений аналогичны реше-

нию уравнений для одномерного гармонического осциллятора: 

    




1

2

1

2
1 nn HeСX , 










2

1
111

nEn  , 
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    




2

2

2

2
2 nn HeСY , 










2

1
222

nEn  , 

    




3

2

3

2
3 nn HeСZ , 










2

1
333

nEn  , 

где x
m


1 , y

m


2 , z

m


3 .  

Тогда волновая функция  

        




321

222

321

2,, nnnnnn HHHСe , 

с учетом нормировки 

 
 

     










321
3314

3

222

321

!!!2
,,

321

24
321

3

nnn
nnn

nnn HHH
nnn

em


 

и энергия  

 



























2

1

2

1

2

1
332211 nnnE  . 

Заметим, что в случае изотропного осциллятора 

 321  уровни энергии являются вырожденными: 

 









2

3
321 nnnE  . 

Так, например, если 1321  nnn , то значению энергии 

 
2

5
E  соответствуют три набора квантовых чисел  321 ;; nnn  – 

(1;0;0), (0;1;0), (0;0;1), а следовательно, три различные волновые 

функции. Если 2321  nnn , то  321 ;; nnn  могут быть (2;0;0), 

(1;1;0), (1;0;1), (0;2;0), (0;1;1), (0;0;2) – уровень энергии  
2

7
E  

шесть раз вырожден, в общем случае если Nnnn  321 , то 

уровень энергии 







 

2

3
NE  вырожден   21

2

1
 NN  раз. 

Ответ: 



























2

1

2

1

2

1
332211 nnnE  , 
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 
 

     










321
3314

3

222

321

!!!2
,,

321

24
321

3

nnn
nnn

nnn HHH
nnn

em


. 

 
3. Найдите возможные значения энергии E  квантового 

гармонического осциллятора с частотой  , находящегося в 
состоянии, описываемом волновой функцией:   

а)  
22xaAex  , б)  

22xaAxex  . 

Уравнение Шредингера для гармонического осциллятора с 
частотой  : 

 





 E
xm

dx

d

2

22

2

22
 

даст значение энергии осциллятора: а)  
 

 




















22

24

22

1 22222222

2

22

22

22

xm

mAe

exaAaxm

dx

d

m
E

xa

xa
 

 
2

2 2222242 xm

m

a

m

xa 



. 

Поскольку энергия не может зависеть от координаты, вероятно, 
слагаемые, содержащие координату, в сумме равны нулю: 

 
2

2 22242 xm

m

xa 



,   

2
2 


m
a , 

тогда 

 
22

2 









 m

m
E ; 

б) 
 




















22

64

22

1 22234222

2

22

22

22

xm

mAxe

exaxaAxm

dx

d

m
E

xa

xa
 

 
22

32 2222242 xm

m

a

m

xa 



, 

аналогично 
2

2 


m
a , и  

 
2

3

2

3 2 









 m

m
E . 
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Ответ: а) 
2





E , б) 
2

3 



E . 

 
4. Вычислите среднее значение квадрата координаты 

2x  и среднюю потенциальную энергию одномерного гармо-

нического осциллятора, находящегося на n -ом энергетиче-
ском уровне. 

По определению среднего значения кинетическая энергия  

   dxxdxxx
222*2€ . 

При 
0x

x
 , где 




m
x


0  

  




nnn HeC 2

2

, где 
!2

10

n

x
C

nn


 . 

Подставим явный вид функции в формулу  

    



































 




dHe
m

CdHe
m

Cx nnnn
22

2

3

2

2

22
2

3

22 2

2

€


. 

Заменяя один из полиномов    
n

n
n

n
d

ed
eH







2

2

1  и интегрируя  

     












 


 dH

d

ed
ee

m
Cx nn

n
n

n

2

2222

3

22 1€


 

 
  

 













  d

d

Hd
e

m
C

n

n
n

n

2
2

3

2 2
. 

Очевидно,  

 
      

2
2

2
2

2

!
!2

!2
... 

 









nn

n
n

n
nn

n

n

n
n

an
n

aaa
d

d

d

Hd
. 

По рекуррентной формуле 

 
  12

12
2






kk

k
aa kk , 
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 n
na 2 ,   

 
4

1
2




nn
aa nn . 

Подставляя производную в интеграл, получаем 

 
 

 




















 

 dan
n

ae
m

Cx nnn 2
22

3

22 !
!2

!2
€

2
. 

Эти интегралы легко взять при помощи интеграла Пуассона  

 




 dxe x2

 и 
2

22 






 dxex x :  

 
   































 !

4

1
2

22

!2
2€

2

3

22 n
nnn

m
Cx nn

n


 

      

















2

1
112!

4
2

!2

1
n

m
nnnnn

nm

n

n


. 

Тогда средняя потенциальная энергия  

 
22

1

22

1

22

222

nE
nn

m

mxm
U 































. 

Ответ: 












2

1
€2 n

m
x


, 













2

1

2
nU


.  

 
5 Вычислите среднюю кинетическую энергию одномер-

ного гармонического осциллятора, энергия которого равна 


2

5
. 

Для одномерного осциллятора оператор кинетической энер-
гии  

 
2

22

2
€

dx

d

m
T


 , 

то средняя кинетическая энергия  
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 





 dx
dx

d

M
dx

dx

d

m
T

22

2

2
*

2

22
€ 

. 

В данном случае энергия 
2

5
 соответствует номеру уровня 

2n , волновая функция осциллятора при 
0x

x
 , где 




m
x


0  

  







2
2

2

0
2

2

!22

1
He

x
,   24 2

2 H . 

Подставим явный вид функции в формулу 

  





































dxe
d

d
T

2

22 24
16

€

2


, 

   



  dxeT 246 25204

4

€
2

. 

Эти интегралы легко взять, если к интегралу Пуассона  

 









 dxe x2

  

применить интегрирование по параметру 

 
 

12

2

2

12...3122






























  kk

x

k

xk k
dxedxex , 

то 

 
24

5€ 2E
T 





. 

Ответ: 
4

5€ 



T .  

 
6. Определите минимальную энергию одномерного кван-

тового осциллятора, пользуясь соотношением неопределенно-
стей. 

Среднее значение энергии одномерного квантового осцилля-
тора можно записать 

 
   

2222

222222 xm

m

pxm

m

p
E








 . 
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Из соотношения неопределенностей  
 2

2
2

4 p
x





 

 
 

 2

222

82 p

m

m

p
E










. 

Найдем минимум энергии, как функции  2p : 

 

 
0

8
2

1
2

2

22








 




p

m

m


,    

2

2 


m
p , 

тогда среднее значение энергии 

 
28

2

4

22 
















m

m

m

m
E . 

Ответ: 
2





E . 

 
7. Найдите уровни энергии и собственные функции од-

номерного заряженного гармонического осциллятора, поме-
щенного в однородное электрическое поле напряженностью 




, направленной вдоль оси колебаний. Заряд осциллятора q . 

Потенциальная энергия такого осциллятора 

 xq
xm

U 



2

22

. 

Будем искать решение уравнения Шредингера: 

 
 

     xExxqx
xm

dx

xd

m








22

22

2

22
. 

Выделим в потенциальной энергии полный квадрат 

 







































2

222

22

2
2

2

2

2 m

q

m

q
x

m

q
x

m
U  
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2

22
2

2

2

222

2

2

2222 




























m

q
x

m

m

q

m

q
x

m
, 

где сделана замена 
2




m

q
xx , тогда уравнение с учетом заме-

ны 
2

22

2 




m

q
EE  примет вид: 

 
 

   xEx
xm

xd

xd

m










22

22

2

22
,  

решение которого известно:  

  12
2




 nEn


,    







n
n

n He
n

x
2

4

0

2

!2
. 

Уровни энергии осциллятора в электрическом поле смещены: 
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